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О ХАУСДОРФОВОЙ МЕРЕ ОДНОРОДНОГО
ТРЕУГОЛЬНОГО (C,θ)-КОВРА СЕРПИНСКОГО
В работе рассматривается однородный треугольный (c,θ)-
ковер Серпинского. Для значений параметра c ∈ (0,1/3] при
θ ∈ (π/3,π) получено точное значение хаусдорфовой s-меры, а
при θ ∈ (0,π/3] ее оценка.
В области фрактальной геометрии в последнее время особое вни-
мание уделяется вопросу вычисления или оценки хаусдорфовой меры
фрактальных множеств. Оказывается, что даже для самоподобных
множеств, удовлетворяющих условию открытого множества, хаусдор-
фова размерность которых достаточно просто вычисляется, бывает
очень трудно оценить хаусдорфову меру этих множеств. Одним из та-
ких множеств является треугольный ковер Серпинского и его различ-
ные модификации. Для классического треугольного ковра Серпинско-
го рядом авторов ([3], [4], [5], [8], [10]) предложены различные методы
аппроксимации хаусдорфовой меры с использованием принципа рас-
пределения масс, построения последовательностей определенных по-
крытий и/или использования численных алгоритмов. На сегодняшний
день нам известна наилучшая оценка хаусдорфовой меры классиче-
ского треугольника Серпинского
0,77 ≤ Hs(F) ≤ 0,819161232881177,
полученная П. Мора и опубликованная в [8].
В работе [7] Д. Лиу и М. Дай предложили модификацию треуголь-
ного ковра Серпинского, так называемый (1/3;θ)-ковер Серпинского,
с коэффициентом подобия c = 1/3 и параметром θ, в качестве ко-
торого выступает один из углов треугольника. Обобщим ситуацию,
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рассмотренную в [7], и покажем, что хаусдорфова мера однородно-
го (c,θ)-ковра Серпинского при условии c ∈ (0;1/3] в точности равна
(2sin θ
2)s/2, где s – хаусдорфова размерность множества и θ ∈ (π/3,π),
а при θ ∈ (0,π/3] хаусдорфова мера принимает значения из отрезка
[(2sinθ/
√
5 − 4cosθ)s,1].
Пусть задано некоторое множество E в n-мерном евклидовом про-
странстве Rn. Через |E| = sup{|x−y| : x,y ∈ E}, где |x−y| – евклидо-
во расстояние между точками x и y, обозначим диаметр множества
E. Отображение S : E → E называется сжатием множества E, ес-
ли существует такое число c ∈ (0,1), что |S(x) − S(y)| ≤ c · |x − y|
для всех x,y ∈ E, при этом константу c называют коэффициентом
сжатия. Очевидно, сжатие является непрерывным отображением.
Отображение S называется подобием, если для всех x,y ∈ E верно
|S(x) − S(y)| = c · |x − y|, a c называют коэффициентом подобия.
Конечное семейство сжатий {S1,...,Sm} при m ≥ 2 и коэффици-
ентами c1,...,cm < 1 определяет на непустом компактном множестве
F ⊂ E преобразование Хатчинсона S : F → F следующим образом
S(F) = S1(F) ∪ S2(F) ∪ ... ∪ Sm(F).
Cистемой итерированных функций называется совокупность введен-
ных выше отображений вместе с итерационной схемой:
Fn = S(Fn−1),
где F0 – произвольное компактное подмножество E. По теореме 9.1
работы [2] найдется единственный аттрактор (непустой компакт) K,
удовлетворяющий условию
K =
m [
i=1
Si(K) = S(K).
Если через Sk обозначить k-ю итерацию отображения S:
S0(F) = F, ..., Sk(F) = S(Sk−1(F)), k ≥ 1,
то аттрактор K можно представить как
K =
∞ \
k=0
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при этом множество K называется самоподобным множеством, опре-
деляемым системой итерированных функций {S1,...,Sm}.
Пусть Ik  множество всех последовательностей (i1,...,ik) дли-
ны k, где 1 ≤ i1,...,ik ≤ m. Обозначим через
Fi1,...,ik = Si1 ◦ ... ◦ Sik(F).
Множество Fi1,...,ik называют -копией множества F. Очевидно, что
F =
[
Ik
Fi1,...,ik =
[
Ik
−Si1 ◦ ... ◦ Sik(F).
Говорят, что множество F удовлетворяет условию открытого мно-
жества, если существует непустое открытое ограниченное множество
V ⊂ Rn такое, что
m [
i=1
Si(V ) ⊂ V и Si(V ) ∩ Sj(V ) = ∅, 1 ≤ i < j ≤ m.
Допустим, что в n-мерном евклидовом пространстве задано огра-
ниченное множество E. Счетное или конечное семейство {Ui} откры-
тых множеств с диаметрами, не превосходящими заданного числа δ,
покрывающих множество E, то есть
E ⊂
∞ [
i=1
Ui и 0 ≤ |Ui| ≤ δ для любого i,
называется δ-покрытием множества E.
Для E ⊂ Rn, неотрицательного числа s и произвольного положи-
тельного числа δ хаусдорфовой внешней s-мерой множества E (или
просто хаусдорфовой s-мерой) называют
Hs(E) = inf
(
X
i
|Ui|s
)
,
где inf берется по всем конечным или счетным δ-покрытиям {Ui} мно-
жества E.
Предложение (см. [2]). Пусть F ⊂ Rn и отображение f : F → Rn
такое, что для произвольных значений x,y ∈ F
|f(x) − f(y)| ≤ c · |x − y|α,64 Н. Ю. Светова
где c и α – положительные константы. Тогда для каждого s
H
s
α(f(F)) ≤ c
s
αHs(F).
Хаусдорфова размерность dimH E множества E определяется сле-
дующим образом
dimH E = inf{s ≥ 0 : Hs(E) = 0} = sup{s ≥ 0 : Hs(E) = ∞}.
По теореме 9.3 из монографии К. Фальконера [2] для системы
итерированных функций {S1,...,Sm}, состоящей из подобий, с ко-
эффициентами 0 < ci < 1, i = 1,...,m в предположении выполнения
условия открытого множества хаусдорфова размерность s = dimH F
аттрактора F данной системы является корнем уравнения
m X
i=1
cs
i = 1. (1)
Более того, для этого значения s хаусдорфова мера конечна. Упомя-
нутая теорема К. Фальконера позволяет легко находить хаусдорфову
размерность самоподобных множеств. Например, для классического
треугольника Серпинского она равна log2 3.
Лемма 1 (см. [10]). Пусть F ⊆ Rn является самоподобным мно-
жеством, удовлетворяющим условию открытого множества, и пусть
хаусдорфова размерность dimH(F) = s. Тогда Hs(F) ≤ |F|s.
Лемма 2. Для отображения ортогональной проекции projl множе-
ства F ⊂ R2 на прямую l справедливо
Hs(projlF) ≤ Hs(F).
Лемма вытекает из того, что отображение ортогональной проекции
является отображением Липшица и из предложения на с. 63.
Построим теперь однородный (c,θ)-ковер Серпинского Dc,θ. Для
этого в качестве исходного множества D0 возьмем равнобедренный
треугольник на плоскости с двумя сторонами, равными 1, и углом
между ними, равным θ. Пусть параметр c из (0, 1
2], а значение θ ∈
(0,π). Для произвольной точки с координатами (x,y), выбранной изO хаусдорфовой мере (c,θ)-ковра Серпинского 65
исходного треугольника D0, определим систему итерированных функ-
ций
S1(x,y) = (cx,cy),
S2(x,y) = (cx + 1 − c,cy), (2)
S3(x,y) = (cx + (1 − c)cosθ,cy + (1 − c)sinθ).
Введем обозначения
Sk = Si1 ◦ ... ◦ Sik, где ik ∈ {1,2,3}, (i1,...,ik) ∈ Ik,
Di1,...,ik = Sk(D0), Λk =
[
Ik
Di1,...,ik.
Множество Λk состоит из 3k копий исходного множества D0, умень-
шенных в (1/c)k раз.
Однородный (c,θ)-ковер Серпинского Dc,θ с параметрами c и θ (рис.
1 и 2) определим как аттрактор системы итерированных функций (2),
тогда
Dc,θ =
∞ \
k=1
Λk.
-
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Рис. 1. Однородный (c,θ)-ковер Серпинского для θ ∈ (0,π/3)
Поскольку для значений c ∈ (0,1/2] ковер Dc,θ удовлетворяет усло-
вию открытого множества, то хаусдорфову размерность Dc,θ легко
получить как корень соответствующего уравнения (1), а именно
s = dimH(Dc,θ) = −logc 3.66 Н. Ю. Светова
Теорема 1 (см. [9]). Пусть множество E ⊂ Rn является самоподоб-
ным множеством для системы итерированных функций {S1,...,Sm},
удовлетворяющее условию открытого множества с коэффициентами
подобия c1 = ... = cm = c и s = dimH E. Если найдутся положитель-
ные целые числа k0, N0 (1 ≤ N0 ≤ mk0) и группа k-копии множества
E, состоящая из N0 уменьшенных в (1/c)k0 раз копий множества E
(эту группу обозначим B
(k0)
N0 ), для которых
mk0
N0


B
(k0)
N0



s
≤
mk
N


B
(k)
N



s
(3)
при всех целых k ≥ 0, N (1 ≤ N0 ≤ mk) и каждого B
(k)
N , где B
(k)
N обо-
значает объединение любых N k-копий множества E, то хаусдорфова
мера множества E может быть вычислена по формуле
Hs(E) =
mk0
N0

 B
(k0)
N0

 
s
. (4)
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Рис. 2. Однородный (c,θ)-ковер Серпинского для θ ∈ [π/3,π)
Теорема 2. Для однородного треугольного (c,θ)-ковра Серпинского
Dc,θ с хаусдорфовой размерностью s при c ∈ (0;1/3] и θ ∈ [π
3,π)
Hs(Dc,θ) =

2sin
θ
2
s
, (5)O хаусдорфовой мере (c,θ)-ковра Серпинского 67
а при θ ∈ (0, π
3) справедлива оценка

2sinθ
√
5 − 4cosθ

−s ≤ Hs(Dc,θ) ≤ 1. (6)
Доказательство. Для всех значений параметра c ∈ (0,1/3] однород-
ный (c,θ)-ковер Dc,θ удовлетворяет условию открытого множества,
поэтому по лемме 1 верно Hs(Dc,θ) ≤ |Dc,θ|s или
Hs(Dc,θ) ≤
  
2sin θ
2
s
, при θ ∈ [π
3,π);
1, при θ ∈ (0, π
3).
(7)
Для доказательства неравенства в другую сторону спроектируем
множество Dc,θ на определенную прямую. Сначала рассмотрим слу-
чай, когда значение θ ∈ [π
3,π). Спроектируем Dc,θ на наибольшую
сторону, пусть это будет сторона BC треугольника D0, длина кото-
рой равна 2sin θ
2. Обозначим E = projBCDc,θ. Множество E является
однородным канторовым множеством  аттрактором системы итери-
рованных функций
f1(x) = cx,
f2(x) = cx + (1 − c)sin
θ
2
,
f3(x) = cx + 2(1 − c)sin
θ
2
для x ∈ [0,2sin θ
2] с одинаковыми коэффициентами подобия, равными
значению c. Причем, очевидно, что при c ∈ (0,1/3] множество E удо-
влетворяет условию открытого множества (заметим, что при c > 1/3
это условие уже нарушается). Поэтому, выбрав в качестве N0 = 1,
k0 = 1, m = 3 и B
(k0)
N0 = f1(E), несложно доказать, что для любо-
го целого положительного значения k, произвольного N такого, что
1 ≤ N ≤ mk, имеет место неравенство (3). Тогда из теоремы 1 выте-
кает
Hs(E) =
mk0
N0
 
B
(k0)
N0
 

s
= 3

2csin
θ
2
s
=

2sin
θ
2
s
.
Используя лемму 2, получим оценку снизу для хаусдорфовой меры
(c,θ)-ковра Dc,θ при θ ∈ [π
3,π)
Hs(Dc,θ) ≥ Hs(E) =

2sin
θ
2
s
. (8)68 Н. Ю. Светова
Пусть теперь θ ∈ (0, π
3). Проведем прямую через одну из вершин
основания равнобедренного треугольника (пусть это будет вершина
C) и середину, например D, противоположной стороны (соответствен-
но AB). Через вершину треугольника (в нашем случае A) проведем
прямую, перпендикулярную построенной прямой CD, обозначим ее l
(рис. 1). Спроектируем множество Dc,θ на l, пусть F = projlDc,θ.
Множество F является однородным канторовым множеством, ат-
трактором системы
g1(x) = cx,
g2(x) = cx + (1 − c)
sinθ
√
5 − 4cosθ
,
g3(x) = cx + 2(1 − c)
sinθ
√
5 − 4cosθ
при x ∈ [0, 2sinθ √
5−4cosθ], а также при c ∈ (0,1/3] оно удовлетворяет усло-
вию открытого множества.
Аналогично предыдущему случаю, используя теорему 1 и лемму 2,
для θ ∈ (0, π
3) и c ∈ (0,1/3] можно показать
Hs(Dc,θ) ≥ Hs(F) =

2sinθ
√
5 − 4cosθ
s
.
2
Треугольником Паскаля в литературе называют равнобедренный
прямоугольный треугольник Серпинского с коэффициентом подобия,
равным 1/2. Рассмотрим обобщенный однородный треугольник Пас-
каля как частный случай однородного треугольного (c,π/2)-ковра Сер-
пинского.
Следствие. Для однородного треугольника Паскаля Dc при всех
значениях c ∈ (0,1/3] хаусдорфова мера равна
Hs(Dc) = 2s/2.
R´ esum´ e
The generalized homogeneous Sierpinski (c,θ)-gasket is considered. It has
received that the s-dimensional Hausdorﬀ measure of (c,θ)-gasket for c ∈ (0;1/3]
is equal
H
s(Dc,θ) =

2sin
θ
2
s
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for θ ∈ [
π
3,π) and

2sinθ
√
5 − 4cosθ
s
≤ H
s(Dc−,θ) ≤ 1
for θ ∈ (0,
π
3). As a consequence the s-dimensional Hausdorﬀ measure for a
generalized homogeneous Pascal triangle is received, it is equal 2
s/2.
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